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1 Resumo

Em trabalhos anteriores desenvolvemos diversos resultados relacionados a representacoes
de C*-algebras de grafos, C*-algebras de Exel-Laca, C*-dlgebras de Ultragrafos, de C*-
algebras de grafos Higher-Rank, bem como das algebras de Leavitt para grafos e ultra-
grafos. As representagoes se mostram importantes, uma vez que as C*-algebras citadas
sao C*-dlgebras criadas a partir de geradores e relacoes, sendo portanto objetos abstratos.
Também obtemos resultados esclarecendo relagoes de isomorfismo entre algumas destas
C*-algebras e sistemas dinamicos parciais. Estes isomorfismos sao 1teis no sentido de que
o conhecimento sobre os produtos cruzados parciais podem ser transferidos para as C*-
algebras em questao, via o isomorfismo. Além disso, os isomorfismos esclarecem alguns
pontos da dinamica dos sistemas em questao relacionados com propriedades algébricas.
O que pretendemos fazer é continuar investigando sobre o tema representacoes, sendo que

varios pontos continuam em aberto, como sera descrito no projeto.

2 Compilacao de algumas atividades desenvolvidas

As algebras de grafos foram muito estudadas, tanto na versao algébrica, veja [16] e [17],
quanto na versao C*-algébrica. Estas dlgebras (as dlgebras de caminhos de Leavitt) e C*-
algebras (as C*-dlgebras de grafos) sao definidas como objetos universais com geradores e
relagoes. Para o melhor entendimento de objetos deste natureza, sendo estes objetos com

propriedades universais, ¢ importante o conhecimento de representagoes concretas destas



algebras e C*-dlgebras. No artigo [9] introduzimos uma classe de representagoes das C*-
algebras de grafos, a partir de um objeto que chamamos de E—Branching System. Mais
adiante daremos uma ideia rapida do que vem a ser isto. Alguns desdobramentos destas
ideias iniciais foram obtidos em [10], [12] e [13]. Em [8], o autor usa os E—Branching
systems que definimos para estudar representacoes irredutiveis de dlgebras de caminhos
de Leavitt associadas a um grafo.

Em [14] foi introduzida por M. Tomforde uma nova classe de C*-dlgebras, as C*-
algebras de ultragrafos. Um ultragrafo é uma generalizacao de um grafo, de forma que
as C*-dlgebras de grafos sao exemplos de C*-dlgebras de ultragrafos. Mais precisamente,
um ultragrafo G é composto por um conjunto de arestas G!, um conjunto de vértices G°
e um par de fungoes (range) r : G' — G e (source) s : G — G°, em que G° é o menor
subconjunto das partes de G°, fechado por unides e intersegoes finitas, que contem {v}
para cada vértice v € G° e r(e) para cada aresta e € G'. Caso r(e) seja um conjunto com
apenas um unico vértice, para cada aresta e, segue que G é um grafo dirigido, de forma
que grafos dirigidos sao casos particulares de ultragrafos.

A C*-dlgebra de ultragrafo, C*(G), é a C*-dlgebra universal gerada por isometrias

parciais {s.}.egt € projecoes {pa}acgr com as relagoes:
L. panB = PaAPB € PauB = PA + PB — Panp Para cada A, B € G';
2. s}5p = 0c rpr(e) Para cada par de arestas e, f;
3. 555 < Ps(e) Para cada aresta e;

4. p,= Y. Ses: sempre que 0 < [s7(v)] < oo.
e€s—1(v)

A versao puramente algébrica (o que seria o andlogo as C*-dlgebras de Ultragrafos,
mas sem topologia) define-se de maneira semelhante, obtendo assim, conforme [19], as
Algebras de Leavitt para ultragrafos.

No artigo [18] definimos o que vem a ser um G-branching system de um ultragrafo G.
Mais precisamente, um G-branching system de um ultragrafo G é o seguinte:

Definigao: Seja G um ultragrafo, (X, ) um espaco de medida e {Re, Da}ecgt acgo

uma familia de subconjuntos mensuraveis de X. Suponha que



1. ReNR; "2 ife# fegGly
2. Dy=0;D,NDp" 2" Dynp; DaU D" 2" Dyup para cada A, B € G°;

n—gq.s.
3. Re C Dy para cada e € Gl;

pae

4' DU - UeEs_l(U) Re se 0 < |8_1(U>’ < o) €

5. para cada e € G', existem duas fung¢oes mensurdveis fo : Dy — Re e 7' 1 Re —
D,y tais que f.o f;! e Idg,, f71 o fe L Idp, .,.e além disso existem as
derivadas de Radon-Nikodym d(po f.)/du e d(po fo1)/du, que denotamos por @,

e ®f¢;1'

Um G-branching system ¢é um espac¢o de medida (X, u) como na definicao acima.
Cada G-branching system induz uma representagao concreta 7 : C*(G) — B(L*(X, u)),
conforme [[18], Teorema 4.1], que é definida nos geradores s, e pa de C*(G) por 7(s.) =
@J%;l.(gbo h,w(st) = @%ﬁ.(gb o f.) en(pa) = xp,¢ para cada ¢ € L*(X, ). Teorema
semelhante obtemos também para, por exemplo, as dlgebras de Leavitt ultragrafos em [4];
as dlgebras de Cohn-Leavitt para grafos separados em [12]; as C*-dlgebras de Exel-Laca
em [11]; e as Higher-Rank Graph C*-algebras em [6].

Todas as representacoes obtidas no paragrafo acima partem do principio de que temos
em maos um branching system, em qualquer uma das situagoes descritas acima. Portanto,
é importante garantirmos que existam tais branching systems. Mostramos em [[13], Teo-
rema 3.2] que todo ultragrafo enumerdvel (isto é, conjunto de arestas e de vértices enu-
meraveis) G admite um G— branching system. Estes branching systems sao construidos,
neste caso, em R com a medida de Lebesgue. No caso nao enumeravel ainda nao se sabe se
sempre € possivel construir um branching system. Recentemente, a ex-orientanda de Mes-
trado minha (Paula Savana Estacio Moreira) mostrou na sua dissertagdo que para o caso
puramente algébrico, a resposta é positiva para grafos dirigidos (que é um caso particular
de ultragrafo), com a hipétese de que s~!(v) é enumeravel para cada vértice v, mesmo que
o grafo nao seja enumeravel. Também, meu ex-orientando de mestrado (Ben Hur Eidt)
trabalhou neste problema para grafos nao enumeraveis, mas no contexto de C*-dlgebras,

que portanto envolve espagos de medida (como na defini¢do de branching system acima),
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sendo que o trabalho dele foi publicado (veja [7]). Porém, para ultragrafos, ndo ha nada
além de [[13], Torema 3.2] e [[4], Proposigao 4.2]. Também mostramos que sempre existem
Branching systems para as C*-dlgebras de Exel-Laca; as dlgebras de Cohn-Leavitt para
grafos separados enumerdveis; e para as Higher-Rank Graph C*-dlgebras enumerdaveis.

Em se tratando de representacoes de C*-algebras, as mais desejadas sao as injeto-
ras. Neste sentido, obtemos alguns resultados, que relacionam a condigao (L) (isto
é, todo caminho fechado do ultragrafo tem uma saida) de um ultragrafo com repre-
sentagoes injetoras, conforme [[18], Proposicao 8.1 e Teorema 8.2]. Além disso, obtemos
representagoes injetoras, a partir de um G-branching system (X, u), representagoes de
C*(G) — B(L?*(X,u)), mesmo que o ultragrafo nao satisfaga a condicao (L), conforme
[18], Teorema 8.3], e também [[4], Teorema 5.1]. Este dltimo resultado depende forte-
mente do que chamamos Teorema da Reducao, sobre o qual comentaremos mais adiante.

Outro desdobramento dos branching systems ¢ a investigacao sobre quais representagoes
de C*(G) sao provenientes de Branching systems. Mais especificamente, quando uma re-
presentacao qualquer ¢ : C*(G) — B(H) (em que H é um espaco de Hilbert) é unitaria-
mente equivalente a alguma representacao induzida por um branchig system? O interesse
em saber isso é que sabemos exatamente como atuam as representagoes provenientes de
branching system, conforme [[18], Teorema 4.1]. Obtemos alguns resultados no sentido
de responder parcialmente esta pergunta primeiramente para grafos em [[10], Segao 4],
depois para C*algebras de ultragrafos em [[18], Segao 6] e recentemente no contexto pura-
mente algébrico em [[4], Secao 6] para ultragrafos. Em todos os casos, obtemos condigoes
suficientes sobre o ultragrafo G para que todas as representagoes de C*(G) em B(H) sejam
unitariamente equivalentes aquelas induzidas por branching systems. Porém, as condigoes
necessarias para que isto ocorra ainda sao desconhecidas.

Um estudo que estamos fazendo em paralelo com o estudo dos Branching systems é
entender a relacao que existe entre as algebras de grafos e ultragrafos com a dinamica
dos espagos dos caminhos nos grafos e ultragrafos. Vamos detalhar um pouco o caso
puramente algébrico, por ser um pouco menos técnico e mais facil de descrever. O caso C*-

algébrico é semelhante, com as adequacoes topolédgicas pertinentes. Seja G um ultragrafo



e seja Y o conjunto de todos os caminhos infinitos no ultragrafo, e Y* = {(a,v) :
a é um caminho finito e v € r(a) é um sink}, e seja Y = Y UY™*. Seja F o grupo livre
gerado pelas arestas de G. Seguindo as defini¢oes de [[4], Secao 2| obtemos um sistema
dinamico parcial, usando [F e Y. Apenas para ilustrar este sistema dinamico, dada uma
aresta e, definimos Y, como sendo o conjunto dos elementos de Y que comecam com € e
Y,-1 como sendo o conjunto dos elementos de Y que comegam em algum vértice de r(e).
Neste caso, a fungao que toma um elemento de Y, e apaga a primeira aresta é uma bijegao
entre Y, e Y(¢). A partir do sistema dinamico parcial assim obtido, provamos em [[5],
Teorema 3.10] que a dlgebra de ultragrafo é isomorfa ao produto cruzado parcial induzido
pelo sistema dinamico parcial. Este Teorema foi fundamental para provarmos em [4] o
Teorema da Redugao (Teorema 3.2). De forma muito sucinta, o Teorama da Redugao
garante que qualquer elemento da algebra de Leavitt para ultragrafos pode ser reduzido,
via multiplicagoes, para um monomio, ou, para um polinomio sobre um caminho fechado.
O teorema da redugao foi fundamental, por exemplo, para provarmos [[4], Teorema 5.1] que
trata de representagoes injetoras provenientes de branching systems. Este teorema tem
se mostrado muito 1til, e estamos desenvolvendo um artigo de aplicagoes deste teorema.
Para o caso C*-algébrico, também, demonstramos que existe um isomorfismo entre a C*-
algebra de ultragrafos, e um produto cruzado parcial, semelhante ao acima citado, porem,

com as adequagoes topoldgicas. Este resultado pode ser visto em [[15], Teorema 4.12].

3 Objetivos gerais e especificos

O objetivo geral é continuar a investigar representacoes e a relacao entre sistemas dinamicos
(incluindo entropia, por exemplo) e algumas C*-dlgebras definidas a partir de geradores
e relagoes. Segue abaixo uma relacao de projetos sobre o prosseguimento dos trabalhos

que estamos realizando.

e Entropia topoldgica é um nimero invariante de um sistema dinamico (agao do grupo
aditivo Z) que é constante para acOes topologicamente equivalentes, e intimeros

esforcos foram feitos recentemente para estender esta ideia para agoes de grupos mais



gerais. Um sistema dinamico discreto é um conjunto nao vazio X e uma fungao f :
X — X. Para um sistema dinamico, o principal objetivo é compreender a evolugao
de pontos z € X (sob a acao de f), isto é, compreender algumas propriedades da
érbita de = (que é o conjunto {f"(z) : n € N} ou {f™*(x) : n € Z} quando f ¢é
inversivel). Quando f é um homeomorfismo, podemos ver que o sistema dinamico
corresponde a uma aca continua do grupo aditivo Z no conjunto X, ambos tendo as
mesmas orbitas. De forma intuitiva, entropia topoldgica calcula, de alguma forma,
a quantidade de orbitas distinguiveis, através do tempo. Se um homeomorfismo
f X — X é tal que f nao é sobrejetora, entao a orbita de alguns x podem
nao estar bem definidas. Mesmo assim, podemos considerar ”partes de orbitas”,
enquanto a iteracao de f faz sentido. Desta forma, agoes parciais de grupos aparecem

naturalmente.

O que pretendemos é desenvolver as ideias de entropia topolégica de produtos cru-
zados parciais. Ja temos resultados relevantes para o caso em que a acao parcial é
sobre o grupo dos inteiros Z (ver [3]). Porém, para o caso em que o grupo é qualquer
a questao estd totalmente em aberto, e pode representar um projeto a médio prazo,
porém com resultados bastante significativos. E possivel que alguma restricao ao

grupo seja necessaria.

As algebras de caminhos de Leavitt é uma classe fundamental de algebras com ori-
gem na teoria de anéis. Estas dlgebras sao a versao algébrica das C*-algebras de
grafos. Recentemente em [1] foram descritos resultados relacionando ideais regula-
res e ideais Gauge-invariantes. O andlogo algébrico de ideais Gauge-invariantes sao
ideais graduados sobre Z (ou simplesmente ideais graduados). Ideais e estruturas
graduadas sao uma peca importante na teoria de algebras de Leavitt. Por exem-
plo: a graduacao da algebra de Steinberg é usada para deduzir que isomorfismos
que preservam a diagonal das dlgebras de Leavitt implicam em C*-isomorfismos
de C*-dlgebras de grafos que satisfazem a condic¢ao (L); a graduagao é usada para
estudar as representacoes irredutiveis das algebras de Leavitt; a graduacao ¢ usada

para mostrar que existe um isomorfismo natural entre o lattice de ideais graduados



das algebras de Leavitt e o monoide das classes de isomorfismos de médulos proje-
tivos finitamente gerados. Outras aplicagoes da graduacao podem ser encontrados
na literatura, e nao vamos alongar a sua descricao aqui. A ideia de mencionar
as aplicacoes da graduacgao aqui é deixar claro a importancia de obter resultados

algébricos analogos aos descritos em [1].

Para tanto, pretendemos (agora em um contexto puramente algébrico) estudar a
relacdo entre ideais regulares, ideais graduados e condicao (L) para a algebra de
caminhos de Leavitt. Para grafos de linhas finitas ja temos bons resultados, como
pode ser visto em [2]. Porém, para outras classes de grafos, resultados ainda sao

desconhecidos.

O Teorema da Reducao, cuja versao para algebras de Ultragrafos descreveremos
logo abaixo, é uma ferramenta extremamente 1til, e ja era conhecido para Algebras
de Leavitt e para as "relative Cohn path algebras”. Para Ultragrafos, provamos em

[4] o seguinte Teorema de Redugao:

Teorema 3.1 Seja G um ultragrafo qualquer, R um anel comutativo unitario e
0 # x € Lg(G). Entao ezistem elementos ju = piy...py, € Vv = 1.V € Lr(G), com
wi,v; € GHU(GY)* para cada i e j, tais que 0 # pav e, ou puxv = Apa para algum

A€ G ouprv = N\t em que ¢ é um ciclo sem saida.

Em [4] aplicamos o teorema acima na caracterizacao de representagoes injetoras
provenientes de sistemas dinamicos ramificados, e para mostrar que algebras de

Utragrafos sao semiprimas.

O que pretendemos fazer em relagao ao teorema acime é desenvolver outras aplicacoes
do Teorema da Redugao [[4], Teorema 3.2]. Esta pesquisa estd em desenvolvimento,

em estagio intermediario.

Continuar com a investigacao sobre condicoes sobre ultragrafos de forma que qual-
quer representagao seja unitariamente equivalente a alguma induzida por um bran-

ching system. A vantagem obtida de representagOes unitariamente equivalentes
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induzidas por branching systems é que as induzidas por branchig systems sao conhe-
cidas, tanto para C*-dlgebras de ultragrafos, C*-dlgebras de Exel-Laca, C*-dlgebras
de grafos, C*-dlgebras de grafos Higher-Rank, para as dlgebras de Leavitt de grafos

e ultragrafos.

4 Metodologia

A metodologia empregada até aqui tem se mostrado eficiente. Atualmente, tenho desen-
volvido minhas atividades em parceria com outros professores. Meu principal co-autor é
o professor Daniel Gongalves (UFSC). Desenvolvemos encontros em forma de semindrios.
Pretendemos prosseguir com este formato. Outros co-autores recentes sao Alexandre Ta-

vares Baraviera e Fagner B. Rodrigues (ambos de Departamento de Matemadtica Pura e

Aplicada -IME, Universidade Federal do Rio Grande do Sul).

5 Resultados esperados e relevanica

Os resultados cientificos que esperamos sao resultados que respondam aos problemas

propostos nos objetivos especificos.
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