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Resumo

O projeto é dedicado ao estudo de aplicagbes lineares sobre algebras
de incidéncia e suas generalizagbes. Estudaremos o problema de carac-
terizagado dos conjuntos parcialmente ordenados finitos e conexos X, tais
que todo automorfismo de Lie de I(X, K) é préprio. Também investi-
garemos as aplicagoes lineares em (X, K) que preservam idempotentes,
tendo como objetivo provar que tal aplicagdo é um homomorfismo de Jor-
dan. Finalmente, daremos inicio ao estudo de uma nova classe de dlgebras,
chamadas de dlgebras de incidéncia bandeira. Trabalharemos sobre o pro-
blema de isomorfismo para tais dlgebras e os problemas de descricdo dos
seus automorfismos e derivagoes.
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1 Algebras de incidéncia

1.1 Histdrico

1.1.1 Algebras de incidéncia e problema de isomorfismo

A dlgebra de incidéncia I(P,F) de um conjunto parcialmente ordenado localmente
finito P sobre um corpo F' foi introduzida por J.-C. Rota em [52] como um instrumento
para resolver véarios problemas combinatérios na série de trabalhos “On the foundations
of combinatorial theory”.

Estes trabalhos despertaram um interesse sobre a algebra I(P, F') em si como um
objeto de pesquisa e levaram no inicio da década 70 aos artigos que identificaram
as direcoes do desenvolvimento da teoria de algebras de incidéncia. Stanley [59] foi
o primeiro que formulou e resolveu o problema de isomorfismo para algebras de in-
cidéncia e, como uma consequéncia, descreveu o grupo de automorfismos exteriores
desta algebra. Doubilet, Rota e Stanley [20] deram inicio ao estudo de proprieda-
des algébricas de I(P, F'), em particular, eles descreveram o radical de Jacobson e o
reticulado dos ideais fechados de I(P, F).

Logo depois Belding [4] estendeu naturalmente a defini¢do da algebra de incidéncia
ao caso de conjuntos quase ordenados localmente finitos e anéis ndo-comutativos. O
objeto construido era um anel que Belding chamou do anel de incidéncia. Entre os
outros resultados, o autor obteve os critérios de inversibilidade e descreveu o centro
do anel de incidéncia. Além do mais, foi resolvido o problema de isomorfismo sobre
um corpo sob a hipétese de que um dos dois conjuntos é finito.

O problema de isomorfismo foi estudado também nos trabalhos de N. A. Na-
chev [40], E. R. Voss [60], P. Leroux [44], P. Ribenboim [51], J. K. Haack [28], J. Fro-
elich [27], M. M. Parmenter [49], M. M. Parmenter junto com J. H. Schmerl e E. Spi-
egel [50], S. Dascaulescu e L. van Wyk [22]. Atualmente, os resultados mais gerais
sobre esta questao foram obtidos nos artigos de Abrams-Haefner-del Rio [I} 2], porém
o problema principal de descricao dos anéis, para os quais o teorema de isomorfismo é
verdadeira, ainda estd em aberto.

1.1.2 Generalizagoes para conjuntos nao localmente finitos

Quando P néo é localmente finito, o produto em I(P, F) nao estd definido em ge-
ral, entao I(P, F)) tem apenas uma estrutura de espago vetorial sobre F. Ao mesmo
tempo, por exemplo, o conjunto de células de um CW-complexo ndo-compacto nao é
localmente finito. Por outro lado, tais operagdes como soma e produto de conjuntos
parcialmente ordenados nao preservam finitude local. Portanto parecia natural tentar
estender a nocao de uma &lgebra de incidéncia a este caso.

No trabalho de Singh e Al-Thukair [54], no caso de um conjunto parcialmente
ordenado P com classes finitas e um anel comutativo R, os autores introduziram
uma &lgebra I* (X, R) que eles chamaram da dlgebra de incidéncia fraca de P sobre
R. E uma generalizagdo parcial da dlgebra de incidéncia, porque essas duas dlgebras
coincidem apenas para conjuntos com um nimero finito dos segmentos nao-triviais. O
resultado principal do trabalho é o teorema de isomorfismo para algebras de incidéncia
fracas sobre anéis indecomponiveis.

Uma outra generalizagio de I (P, F) foi definida por Khripchenko e Novikov em [38].
A ideia foi, no caso de P parcialmente ordenado qualquer, considerar um subconjunto
FI(P, F) de funcoes de I(P, F') para os quais a convolugao faz sentido. O conjunto



FI(P, F) acabou sendo uma algebra que foi chamada da dlgebra de incidéncia finitdria.
Foram descritos os elementos inversiveis, o radical de Jacobson, os idempotentes e os
elementos regulares de FI(P,F). Como uma consequéncia, uma solugdo positiva do
problema de isomorfismo para estas dlgebras foi obtida.

Para generalizar os conceitos ao caso de conjuntos quase ordenados, Khripchenko
definiu em [35] as noc¢oes de uma categoria parcialmente ordenada C e dos anéis de
incidéncia finitdrio FI(C) e fraco I"(C) de C. Em seguida, a cada conjunto quase
ordenado P e um anel R ele associou uma categoria parcialmente ordenada C(P, R), e
o anel de incidéncia finitario dessa categoria foi chamado do anel de incidéncia de P
sobre R e foi denotado por FI(P, R). Analogamente foi definido o anel de incidéncia
fraco I*(P, R) de P sobre R. O autor estendeu as descri¢oes dos elementos inversiveis,
do radical de Jacobson, dos idempotentes e dos elementos regulares ao caso de FI(C).
Para FI(P, R) ele obteve uma solucdo enfraquecida do problema de isomorfismo, no
sentido que FI(P,R) = FI(Q,S) = C(P,R) = C(Q, S), quando os anéis R e S sdo
indecomponiveis (veja [35,B86]). O problema de isomorfismo para I* (P, R) foi reduzido
ao problema de isomorfismo para FI(P, R) e portanto resolvido com a mesma hipétese
sobre R e S.

1.1.3 Aplicagoes lineares sobre algebras de incidéncia

Automorfismos e generalizagoes. Para aprender melhor a estrutura de um
objeto algébrico, é natural estudar aplicagoes que preservam essa estrutura. Na &drea
de algebras de incidéncia o primeiro resultado cldssico desse tipo foi a descrigdo dos
automorfismos de I(P, F) feito por Stanley em [59]. O resultado foi generalizado em
vérias diregdes por Baclawski [3], Scharlau [53], Feinberg [25], Haack [28], Spiegel [56),
57], Coelho [16] [I7], Jendrup [30, 31 2], Koppinen [42] [43], Drozd e Kolesnik [21],
Khripchenko [34].

Anti-automorfismos e involugdes de algebras de incidéncia foram estudadas por
Brusamarello e Lewis [12], Brusamarello, Fornaroli e Santulo [9} 10, [11], onde as des-
crigoes andlogas & descrigao dos automorfismos foram obtidas.

Dugas investigou em [23] uma classe de aplicagoes lineares FI(P,F) — I(P,F) e a
propriedade de Zassenhaus para a édlgebra FI(P, F), para o FI(P, F)-médulo I(P, F)
e para a idealizacao R(P, F) = FI(P, F)(+)I(P, F) desse médulo. Em seguida, Dugas
e Wagner descreveram em [24] os automorfismos de R(P,F) e estudaram quando
FI(P,F) é uma ZPD-glgebrd}

Courtemanche, Dugas e Herden mostraram em [I9] que automorfismos locais de
FI(P, F) sao, na maioria dos casos, automorfismos, obtendo para tais aplicagoes as
decomposigdes andlogas as de [34].

Brusamarello, Fornaroli e Khrypchenko provaram em [7] que todo isomorfismo de
Jordan R-linear de FI(X, R) em uma R-algebra A é a near-soma de um homomorfismo
e um anti-homomorfismo. Em seguida, eles investigaram em [8] o problema de decom-
posicao de um isomorfismo de Jordan de FI(C) na (near-)soma de um homomorfismo
e um anti-homomorfismo.

Fornaroli, Khrypchenko e Santulo Jr. descreveram em [26] automorfismos de Lie
da &lgebra de incidéncia I (X, K) de um conjunto parcialmente ordenado finito e conexo
X sobre um corpo K. Em particular, eles mostraram que tais automorfismos em geral
nao sao proprios.

1«ZPD” significa “zero product determined”.



Derivagoes e generalizagoes. Junto com automorfismos, os autores frequen-
temente investigaram derivagoes da algebra de incidéncia. A primeira descrigdo das
derivagoes de I(P, R) foi obtida no trabalho de Baclawski [3]. Mais tarde este resul-
tado foi generalizado por Burkov [13], Nowicki [47], Jendrup [30, 32], Coelho e Polcino
Milies [I8], Spiegel e O’Donnell [58], Khripchenko [37] ¢ Khrypchenko [40].

Khrypchenko [39] encontrou um critério para que todas derivagdes de Jordan do
anel FI(P, R) sejam derivacdes e generalizou assim o resultado de Xiao [62].

Zhang e Khrypchenko mostraram que todas as derivagdes de Lie da algebra de
incidéncia I(P, R) sao préprias, onde P é um conjunto quase ordenado localmente
finito e R é um anel comutativo livre de 2-torgdo. Sob algumas hipdteses naturais
sobre R, Khrypchenko e Wei provaram em [41] que cada derivagao de tipo Lie da
algebra de incidéncia finitdria FI(P, R) de um poset P sobre um anel comutativo R
com 1 é propria.

Kaygorodov, Khrypchenko e Wei provaram em [33] que cada derivagio superior
da dlgebra de incidéncia finitaria FI(P, R) de um poset P sobre um anel comutativo
R com 1 se decompde no produto de uma derivagao superior interna de FI(P,R) e a
derivagao superior de FI(P, R) induzida por uma aplicacao transitiva superior.

1.2 Problemas para pesquisa
1.2.1 Automorfismos de Lie préprios de I(X, K)

Como foi mencionado acima, nem todo automorfismo de Lie de I(X, K) é prdprio, i.e.
decompoe-se na soma de um automorfismo ou menos anti-automorfismo de I(X, K) e
uma aplicagdo linear com valores no centro de I(X, K). Surge a pergunta natural.

Questao 1. Quais sdo os conjuntos parcialmente ordenados finitos e conexos X, tais
que todo automorfismo de Lie de I(X, K) é préprio?

Mais precisamente, qualquer automorfismo de Lie de I(X,K) é a composi¢ao
de um automorfismo interno e o automorfismo de Lie elementar 74,5, induzido por
uma tripla (0,0,¢) em que 6 é uma bije¢do do conjunto B = {esy | * < y} que é
mondtona em cadeias mazrimais de X e satisfaz uma propriedade técnica, chamada
de admissibilidade, que tem a ver com caminhos fechados em X, ¢ é uma aplicacao
de X2 = {(z,9) | * < y} em K* compativel com 6 e ¢ = (c1,...,cn) € K™ tal
que >.i  ¢; € K*. Como a composicao de um automorfismo de Lie préprio e um
automorfismo interno é um automorfismo de Lie préprio, basta considerar automor-
fismos de Lie elementares. O primeiro passo seria reduzir o estudo de automorfismos
de Lie préprios ao estudo de bijegbes 6 prdprias, i.e. induzidas por automorfismos ou
anti-automorfismos de X.

Problema 1. Provar que o automorfismo de Lie elementar 74, € préprio se e somente
se a bijecao 6 é prépria.

Problema 2. Provar que todo automorfismo de Lie de I(X, K) é préprio se e somente
se toda bije¢do € de B monétona em cadeias maximais de X e admissivel é prépria.

Cabe observar que a solugdo do Problema [2] ndo segue imediatamente da solugdo
do Problema [1} pois ainda terfamos que mostrar que toda bijecdo 6 mondétona em
cadeias maximais de X admite o compativel com 6, o que néo é trivial.

Finalmente, o desafio principal é o seguinte.

Problema 3. Caracterizar os conjuntos parcialmente ordenados finitos e conexos X,
tais que toda bijecao 0 mondtona em cadeias maximais de X e admissivel é prépria.



1.2.2 Automorfismos de Lie de J(I(X, K))

Relembremos [58] que o radical de Jacobson J(I(X,K)) da &lgebra de incidéncia
I(X, R) consiste dos elementos f € I(X, R) que satisfazem f(z,z) € J(R) para todo
x € X. Em particular, se K é um corpo, entao

JI(X,K))={f € [(X,K) |Vz € X : f(z,z)=0}.

Quando X é finito, o ideal J(I(X, K)) admite uma outra descrigao, a saber, foi provado
em [26] que

JU(X, K)) = [I(X, K), [(X, K)] = spang{[f, 9] | ;9 € [(X, K)}

em que [f,g] = fg — gf. Obviamente, todo automorfismo de Lie ¢ de I(X, K) leva
J(I(X,K)) em J(I(X, K)), mas teoricamente podem existir automorfismos de Lie de
J(I(X,K)) que ndao vém de automorfismos de Lie de I(X, K). Quando X é uma
cadeia finita, os automorfismos de Lie de J(I(X, K)) foram descritos em [I4]. O caso
particular de automorfismos usuais de J(I(X, K)) para o mesmo X foi considerado
em [15] 48]. Decomposigdes dos automorfismos (de Lie) de J(I(X, K)) em produto de
automorfismos (de Lie) mais simples foram obtidas.

Aparentemente, o caso de X um poset arbitrario e R um anel comutativo é muito
complicado, como vimos em [26]. Portanto, podemos comegar com o seguinte problema
particular.

Problema 4. Descrever os automorfismos da algebra J(I(X, K)), em que X é um
conjunto parcialmente ordenado finito e conexo e K é um corpo.

Em seguida passaremos para o problema mais geral.

Problema 5. Descrever os automorfismos de Lie da dlgebra J(I(X, K)), em que X
é um conjunto parcialmente ordenado finito e conexo e K é um corpo.

1.2.3 Aplicagoes lineares que preservam idempotentes de I(X, K)

O problema de descri¢ao de aplicagGes que preservam matrizes idempotentes é bastante
antigo. Bresar e Semrl mostraram em [5] que uma aplicagio linear 6 sobre M, (C)
que leva uma matriz potente (i.e. tal que A” = A para um inteiro 7 > 2) em uma
matriz potente é um automorfismo multiplicado por uma raiz da unidade ¢ ou um
anti-automorfismo multiplicado por c¢. Em [6] eles consideraram a dlgebra mais geral
M, (R), em que R é um anel comutativo com 1 e %7 e uma aplicacdo sobre My, (R)
que preserva apenas idempotentes. Foi provado que tal aplicagdo é um homomorfismo
de Jordan (e portanto a soma de um homomorfismo e um anti-homomorfismo pelo
resultado cldssico de Jacobson e Rickart [29]).

Molnér e Semrl descreveram em [45] as aplicagdes lineares sobre T, (C) que pre-
servam matrizes de posto 1 e, como coroldrio, aquelas que sao bijetoras e preservam
matrizes idempotentes de posto 1. Essas iltimas sdo somas de um automorfismo ou um
automorfismo com uma aplicagdo que toma valores nas matrizes estritamente triangu-
lares superiores. Sem restricdo ao posto, foi provado que uma aplicagdo que preserva
idempotentes de T),(C) é um homomorfismo de Jordan. Stowik considerou em [55] a
dlgebra T (F') de matrizes triangulares superiores infinitas (contéveis) sobre um corpo
F de caracteristica diferente de 2 e aplicagdes lineares ¢ sobre Too(F') tais que para
todo A € F: x — Ay é idempotente se e somente se ¢(x) — Ap(y) é idempotente. Foram
obtidas decomposicoes de tais aplicagoes em aplicagoes mais simples.



Como T, (F') e Too(F') sao casos particulares da dlgebra de incidéncia, surge natu-
ralmente o seguinte.

Problema 6. Descrever as aplicacoes lineares sobre I(P, F') que preservam idempo-
tentes.

Podemos especificar o problema acima.

Problema 7. Seja A uma élgebrae ¢ : I(P, F)) — A uma aplicagdo linear que preserva
idempotentes. Provar que ¢ é um homomorfismo de Jordan no seguintes casos:

(i) P é finito;
(ii) ¢ é bijetora.

1.3 Metodologia

Nos Problemas |I| and |Z| usaremos a definicdo de 79, € algumas propriedades de
automorfismos de Lie elementares provadas em [26]. Problema [3| serd dividido em
partes: consideraremos separadamente o caso de conjuntos X cujas cadeias maximais
sa0 equivalentes em um certo sentido e o caso de conjuntos de comprimento 1 (nos
quais qualquer cadeia maximal é equivalente apenas a si mesma). O caso geral seria
uma mistura destes 2 casos extremais.

No estudo de Problemas |4| and |5| adaptaremos os métodos de |14} [15] 48] ao caso
de X um poset finito conexo qualquer.

Para resolver Problemas[f]and [7]investigaremos o comportamento de uma aplicagio
que preserva idempotentes sobre os elementos ey, como foi feito em [45] [6]. Provavel-
mente, precisaremos da descri¢ao dos idempotentes de I(P, F') que foi obtida em [38].

2 Algebras de incidéncia bandeira

2.1 Historico

H& uma generalizagéo relativamente nova de dlgebras de incidéncia que foi introduzida
no preprint recente [6I] e ndo foi bem estudada ainda. Sejam P um poset localmente
finito, R um anel comutativo e n > 2 inteiro. Denotemos

FI"(P)={(z1,...,zn) € P" |21 < -+ < mp}.
A n-ésima dlgebra de incidéncia bandeircﬂ de P sobre R é o R-médulo I"(P, R) de

fungoes f : FI"(P) — R com a seguinte multiplicagao

(fg)(f1,---,$n): Z f(xl,yh...,yn—l)g(y1,...,yn—1,xn). (1)

T <Y; <Ti41

2.2 Problemas para pesquisa

Obviamente, I?(P, R) é a &lgebra de incidéncia classica. Paran > 3 a dlgebra I"(P, R)
nunca ¢é associativa e nunca tem 1. O artigo [61] foi dedicado ao estudo de alguns
elementos particulares de I"™(P, R), mas as propriedades algébricas de I"(P, R) nao
foram bem investigados. Portanto, os seguintes problemas surgem naturalmente.

2n-th flag incidence algebra



Problema 8 (Problema de isomorfismo). Sejam F' um corpo e n > 3. Provar que
I"(P,F)=2I"(Q,R)=> P2Q.

Problema 9. Sejam F um corpo e n > 3. Descrever o grupo dos automorfismos da
algebra I™ (P, F).

Observe que neste caso ndo hd mais automorfismos internos e também d4 para ver
que nao ha automorfismos multiplicativos nao triviais. Entdo, temos a seguinte.

Conjetura 1. Sejam F um corpo e n > 3. Entdo Aut (I"(P, F)) = Aut (P).
Junto com os automorfismos, vale a pena estudar as derivagoes também.

Problema 10. Sejam R um anel comutativo e n > 3. Descrever a élgebra de Lie das
derivagoes da algebra I™ (P, F).

Novamente, ndo ha derivagbes internas, nem aditivas, portanto temos o seguinte.

Conjetura 2. Sejam R um anel comutativo e n > 3. Entdo Der (I" (P, F')) = {0}.

2.3 Metodologia

Por simplicidade, comegaremos com o caso |P| < oo. Primeiramente, terfamos que
introduzir uma base natural em I (P, F') e estudar as suas propriedades. O anélogo do
radical J(I(P, F)) pode ser definido para I" (P, F)) também, e é um ideal em I" (P, F).
Vale a pena obter uma descri¢ao deste ideal em termos da multiplicacdo em I™(P, F)
para depois mostrar que ele é preservado por um isomorfismo de Problemal[§] Faz sen-
tido estudar idempotentes primitivos de I™(P, F') e do quociente de I"™ (P, F) pelo ideal
mencionado, pois eles podem ser titeis na resolugao de Problema[} Finalmente, Pro-
blema [I0] pode ser resolvido, aplicando derivagdes aos elementos da base e estudando
as relagoes que seguem da regra de Leibniz.
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