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SÍNTESE DO PROJETO DE PESQUISA

SERVIÇO PÚBLICO FEDERAL
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

Situação: Aguardando Aprovação do Depto do Coordenador

Número: 202107038

Neste projeto estamos interessados em dar continuidade ao estudo de objetos combinatórios e álgebras e C*-álgebras
construídas a partir deles. Álgebras e C*-álgebras construídas a partir de objetos combinatórios tem despertado o interesse
em muitos pesquisadores da comunidade de álgebra de operadores. Na verdade, uma ampla gama de estudos foram
desenvolvidos nos últimos anos com objetivo de estudar tais objetos. Podemos citar aqui, como exemplos de C*-álgebras
associadas a estes objetos, as álgebras de Cuntz-Krieger, álgebras de Exel-Laca, C*-álgebras associadas à grafos,
ultragrafos e grafos rotulados e C*-álgebras associadas a grupoides e semigrupoides. Tais álgebras estão intimamente
ligadas a uma classe de sistemas dinâmicos chamada de dinâmica simbólica.

Também, em um contexto mais algébrico, algumas construções associadas a objetos combinatórios foram desenvolvidas.
Podemos citar, por exemplo, álgebras de caminhos de Leavitt inspiradas nas C*-álgebras de grafos, o análogo para
ultragrafos e álgebras de Steinberg para grupoides.

Um dos grandes problemas de muitas das áreas da matemática é o problema de classificação. Neste ponto, a área de
álgebra de operadores possui diversas ferramentas que podem ser usadas para a classificação de alguns sistemas
dinâmicos. Dentro do projeto de classificação, um grande passo foi dado ao se descrever, para uma classe de dinâmicas,
como que as C*-álgebras, os grupoides e a dinâmica em si estão relacionadas.

Ainda no contexto anterior, vale ressaltar que, desde o trabalho seminal de Renault, que descreveu C*-álgebras associadas
a um grupoide, percebeu-se que semigrupos inversos também poderiam ser utilizados para descrever C*-álgebras.

Do lado puramente algébrico, as álgebras de Steinberg, por exemplo, tem atraído a atenção de muitos pesquisadores
recentemente. Observou-se, por exemplo, que as álgebras de Steinberg podem ser vistas como uma versão algébrica do
produto cruzado e assim os semigrupos inversos se mostram importantes também para descrever álgebras Steinberg. Tal
descrição é bastante útil e provê um instrumento para transportar resultados obtidos para álgebras produto cruzado para o
mundo das álgebras de Steinberg. Por exemplo, obtive uma ferramenta de indução de ideais a partir de grupos de isotropia
e transportei essa ferramenta para álgebras de Steinberg. Isso permitiu mostrar que, todo ideal em uma álgebra de
Steinberg é intersecção de ideais induzidos por grupos de isotropia. Estes resultados foram refinados por Steinberg e
utilizados por ele e Nóra Szakács para dar uma caracterização de simplicidade para álgebras de Steinberg (inclusive para
álgebras associadas a grupoides não-Hausdorff) através de condições no grupoide (minimalidade e efetividade) e uma
pequena condição na álgebra em si. Embora a caracterização obtida ainda dependa de condições na álgebra, este é um
grande avanço na questão da simplicidade.

Além disso, é de meu interesse adentrar em novos rumos dentro da álgebra de operadores. Em particular, é de me interesse
entender a relação entre C*-álgebras e Topos. Tanto C*-álgebras quanto topos fornecem generalizações para espaços
topológicos. Se por um lado espaços topológicos localmente compactos correspondem a C*-álgebras comutativas, por outro
lado espaços topológicos sóbrios correspondem a topos de feixes sobre estes espaços. Assim, naturalmente, tanto C*-
álgebras não comutativas, quanto topos gerais, podem ser entendidos como uma extensão da noção clássica de espaço
topológico. É natural, portanto, se indagar se essas duas generalizações de espaços topológicos estão de alguma forma
relacionadas. Uma tal relação é extremamente interessante para ambas as áreas, pois topos estão intimamente
relacionados à geometria graças à relação deles com certos grupoides, enquanto que C*-álgebras não comutativas
estão intimamente relacionadas a grupoides também.

2. Resumo:

1. Título:

Objetos combinatórios, álgebras e C*-álgebras
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Peŕıodo do Projeto: 01/05/2021 - 30/04/2024

Palavras-chave: objetos combinatórios, álgebras, C*-álgebras.
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Introdução e Viabilidade

Neste projeto estamos interessados em dar continuidade ao estudo de objetos combi-

natórios e álgebras e C*-álgebras constrúıdas a partir deles. Álgebras e C*-álgebras

constrúıdas a partir de objetos combinatórios tem despertado o interesse em muitos pes-

quisadores da comunidade de álgebra de operadores. Na verdade, uma ampla gama de

estudos foram desenvolvidos nos últimos anos com objetivo de estudar tais objetos. Po-

demos citar aqui, como exemplos de C*-álgebras associadas a estes objetos, as álgebras

de Cuntz-Krieger [1, 2, 3], álgebras de Exel-Laca [4], C*-álgebras associadas à grafos,

ultragrafos e grafos rotulados [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] e C*-álgebras associadas a

grupoides e semigrupoides [14, 15, 16]. Tais álgebras estão intimamente ligadas a uma

classe de sistemas dinâmicos chamada de dinâmica simbólica.

Também, em um contexto mais algébrico, algumas construções associadas a objetos

combinatórios foram desenvolvidas. Podemos citar, por exemplo, álgebras de caminhos

de Leavitt inspiradas nas C*-álgebras de grafos [17], o análogo para ultragrafos [18] e

álgebras de Steinberg para grupoides [19].

Um dos grandes problemas de muitas das áreas da matemática é o problema de

classificação. Neste ponto, a área de álgebra de operadores possui diversas ferramentas

que podem ser usadas para a classificação de alguns sistemas dinâmicos. Dentro do

projeto de classificação, o artigo [20] deu um grande passo ao descrever para uma classe

de dinâmicas, como que as C*-álgebras, os grupoides e a dinâmica em si estão relacionadas.

Ainda no contexto anterior, vale ressaltar que, desde o trabalho seminal de Renault

[14], que descreveu C*-álgebras associadas a um grupoide, percebeu-se que semigrupos

inversos também poderiam ser utilizados para descrever C*-álgebras. Vide, por exemplo,

[21, 16].

Do lado puramente algébrico, as álgebras de Steinberg, por exemplo, tem atráıdo a

atenção de muitos pesquisadores recentemente. Observou-se, por exemplo, que as álgebras

de Steinberg podem ser vistas como uma versão algébrica do produto cruzado [22, 23] e

assim os semigrupos inversos se mostram importantes também para descrever álgebras

Steinberg. Tal descrição é bastante útil e provê um instrumento para transportar resul-

tados obtidos para álgebras produto cruzado para o mundo das álgebras de Steinberg.

Por exemplo, em [23], obtive uma ferramenta de indução de ideais a partir de grupos de

isotropia e transportei essa ferramenta para álgebras de Steinberg. Isso permitiu mostrar

que, todo ideal em uma álgebra de Steinberg é intersecção de ideais induzidos por grupos

de isotropia. Estes resultados foram refinados por Steinberg e utilizados por ele e Nóra

Szakács em [24] para dar uma caracterização de simplicidade para álgebras de Steinberg

(inclusive para álgebras associadas a grupoides não-Hausdorff) através de condições no

grupoide (minimalidade e efetividade) e uma pequena condição na álgebra em si. Embora

a caracterização obtida ainda dependa de condições na álgebra, este é um grande avanço
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na questão da simplicidade.

Além disso, é de meu interesse adentrar em novos rumos dentro da álgebra de opera-

dores. Em particular, é de me interesse entender a relação entre C*-álgebras e Topos. Vide

por exemplo [25]. Tanto C*-álgebras quanto topos fornecem generalizações para espaços

topológicos. Se por um lado espaços topológicos localmente compactos correspondem

a C*-álgebras comutativas, por outro lado espaços topológicos sóbrios correspondem a

topos de feixes sobre estes espaços. Assim, naturalmente, tanto C*-álgebras não comuta-

tivas, quanto topos gerais, podem ser entendidos como uma extensão da noção clássica de

espaço topológico. É natural, portanto, se indagar se essas duas generalizações de espaços

topológicos estão de alguma forma relacionadas. Uma tal relação é extremamente in-

teressante para ambas as áreas, pois topos estão intimamente relacionados à geometria

graças à relação deles com certos grupoides desenvolvida em trabalhos como [26, 27, 28],

enquanto que C*-álgebras não comutativas estão intimamente relacionadas a grupoides

também [14].
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Descrição dos Objetivos

Entre os problemas que esse projeto de pesquisa visa contribuir estão:

(1) como a classificação das álgebras está relacionada com a classificação dos objetos

utilizados para constrúı-las?

(2) que tipos de informações a álgebra trás do objeto usado para constrúı-la e vice-

versa?

(3) como as diversas construções de álgebra de operadores estão relacionadas entre si?

(4) como se relacionam C*-álgebras e topos?

De um modo geral, a pesquisa proposta visa procurar relações entre objetos de áreas

distintas e interpretar teoremas já provados de uma área do ponto de vista da outra área;

generalizar resultados tentando adaptar as técnicas utilizadas para o novo contexto; verifi-

car a necessidade de certas hipóteses em dado resultado; usar exemplos como laboratórios,

isto é, interpretar resultados gerais em exemplos espećıficos para ter oferecer um melhor

entendimento dos exemplos.

Vale destacar também que pretendo incluir nesse projeto, a um ńıvel mais elementar

de estudo, um estudante de Graduação e um estudante de Pós-Graduação em Matemática

que já entraram em contato comigo.
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