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1. Titulo:
Objetos combinatdrios, algebras e C*-algebras
2. Resumo:

Neste projeto estamos interessados em dar continuidade ao estudo de objetos combinatorios e algebras e C*-algebras
construidas a partir deles. Algebras e C*-algebras construidas a partir de objetos combinatérios tem despertado o interesse
em muitos pesquisadores da comunidade de algebra de operadores. Na verdade, uma ampla gama de estudos foram
desenvolvidos nos Ultimos anos com objetivo de estudar tais objetos. Podemos citar aqui, como exemplos de C*-algebras
associadas a estes objetos, as algebras de Cuntz-Krieger, algebras de Exel-Laca, C*-algebras associadas a grafos,
ultragrafos e grafos rotulados e C*-algebras associadas a grupoides e semigrupoides. Tais algebras estdo intimamente
ligadas a uma classe de sistemas dindmicos chamada de dindmica simbdlica.

Também, em um contexto mais algébrico, algumas constru¢des associadas a objetos combinatoérios foram desenvolvidas.
Podemos citar, por exemplo, algebras de caminhos de Leavitt inspiradas nas C*-algebras de grafos, o analogo para
ultragrafos e &lgebras de Steinberg para grupoides.

Um dos grandes problemas de muitas das areas da matematica é o problema de classificagao. Neste ponto, a area de
algebra de operadores possui diversas ferramentas que podem ser usadas para a classificacao de alguns sistemas
dinamicos. Dentro do projeto de classificagao, um grande passo foi dado ao se descrever, para uma classe de dindmicas,
como que as C*-algebras, os grupoides e a dindmica em si estdo relacionadas.

Ainda no contexto anterior, vale ressaltar que, desde o trabalho seminal de Renault, que descreveu C*-algebras associadas
a um grupoide, percebeu-se que semigrupos inversos também poderiam ser utilizados para descrever C*-algebras.

Do lado puramente algébrico, as algebras de Steinberg, por exemplo, tem atraido a atencéo de muitos pesquisadores
recentemente. Observou-se, por exemplo, que as algebras de Steinberg podem ser vistas como uma versao algébrica do
produto cruzado e assim 0s semigrupos inversos se mostram importantes também para descrever algebras Steinberg. Tal
descricdo é bastante util e prové um instrumento para transportar resultados obtidos para algebras produto cruzado para o
mundo das algebras de Steinberg. Por exemplo, obtive uma ferramenta de inducéo de ideais a partir de grupos de isotropia
e transportei essa ferramenta para algebras de Steinberg. Isso permitiu mostrar que, todo ideal em uma algebra de
Steinberg é interseccao de ideais induzidos por grupos de isotropia. Estes resultados foram refinados por Steinberg e
utilizados por ele e N6ra Szakacs para dar uma caracterizacdo de simplicidade para algebras de Steinberg (inclusive para
algebras associadas a grupoides nao-Hausdorff) através de condi¢Bes no grupoide (minimalidade e efetividade) e uma
pequena condi¢cao na algebra em si. Embora a caracterizacédo obtida ainda dependa de condi¢c8es na algebra, este é um
grande avanc¢o na questdo da simplicidade.

Além disso, € de meu interesse adentrar em novos rumos dentro da algebra de operadores. Em particular, € de me interesse
entender a relacdo entre C*-algebras e Topos. Tanto C*-algebras quanto topos fornecem generalizacdes para espacos
topologicos. Se por um lado espacos topolégicos localmente compactos correspondem a C*-algebras comutativas, por outro
lado espacos topolédgicos sébrios correspondem a topos de feixes sobre estes espacos. Assim, naturalmente, tanto C*-
algebras ndo comutativas, quanto topos gerais, podem ser entendidos como uma extensao da nocao classica de espaco
topoldgico. E natural, portanto, se indagar se essas duas generalizacdes de espacos topoldgicos estéo de alguma forma
relacionadas. Uma tal relacao é extremamente interessante para ambas as areas, pois topos estéo intimamente
relacionados a geometria gracas a relacdo deles com certos grupoides, enquanto que C*-algebras ndo comutativas

estao intimamente relacionadas a grupoides também.
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Introducao e Viabilidade

Neste projeto estamos interessados em dar continuidade ao estudo de objetos combi-
natérios e algebras e C*-algebras construidas a partir deles. Algebras e C*-dlgebras
construidas a partir de objetos combinatérios tem despertado o interesse em muitos pes-
quisadores da comunidade de algebra de operadores. Na verdade, uma ampla gama de
estudos foram desenvolvidos nos 1ltimos anos com objetivo de estudar tais objetos. Po-
demos citar aqui, como exemplos de C*-dlgebras associadas a estes objetos, as dlgebras
de Cuntz-Krieger [1, 2, 3], élgebras de Exel-Laca [4], C*-dlgebras associadas a grafos,
ultragrafos e grafos rotulados [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] e C*-dlgebras associadas a
grupoides e semigrupoides [14, 15, 16]. Tais algebras estao intimamente ligadas a uma
classe de sistemas dinamicos chamada de dinamica simbdlica.

Também, em um contexto mais algébrico, algumas construgoes associadas a objetos
combinatorios foram desenvolvidas. Podemos citar, por exemplo, algebras de caminhos
de Leavitt inspiradas nas C*-dlgebras de grafos [17], o analogo para ultragrafos [18] e
algebras de Steinberg para grupoides [19].

Um dos grandes problemas de muitas das areas da matemadtica é o problema de
classificacao. Neste ponto, a area de algebra de operadores possui diversas ferramentas
que podem ser usadas para a classificacao de alguns sistemas dinamicos. Dentro do
projeto de classificacdo, o artigo [20] deu um grande passo ao descrever para uma classe
de dinamicas, como que as C*-dlgebras, os grupoides e a dinamica em si estao relacionadas.

Ainda no contexto anterior, vale ressaltar que, desde o trabalho seminal de Renault
[14], que descreveu C*-édlgebras associadas a um grupoide, percebeu-se que semigrupos
inversos também poderiam ser utilizados para descrever C*-algebras. Vide, por exemplo,
[21, 16].

Do lado puramente algébrico, as dlgebras de Steinberg, por exemplo, tem atraido a
atengao de muitos pesquisadores recentemente. Observou-se, por exemplo, que as dlgebras
de Steinberg podem ser vistas como uma versao algébrica do produto cruzado [22, 23] e
assim os semigrupos inversos se mostram importantes também para descrever algebras
Steinberg. Tal descricao é bastante 1til e prové um instrumento para transportar resul-
tados obtidos para algebras produto cruzado para o mundo das dlgebras de Steinberg.
Por exemplo, em [23], obtive uma ferramenta de indugao de ideais a partir de grupos de
isotropia e transportei essa ferramenta para algebras de Steinberg. Isso permitiu mostrar
que, todo ideal em uma &algebra de Steinberg é interseccao de ideais induzidos por grupos
de isotropia. Estes resultados foram refinados por Steinberg e utilizados por ele e Nora
Szakacs em [24] para dar uma caracterizacao de simplicidade para algebras de Steinberg
(inclusive para dlgebras associadas a grupoides nao-Hausdorff) através de condig¢bes no
grupoide (minimalidade e efetividade) e uma pequena condi¢ao na dlgebra em si. Embora

a caracterizacao obtida ainda dependa de condigoes na algebra, este € um grande avanco



na questao da simplicidade.

Além disso, é de meu interesse adentrar em novos rumos dentro da dlgebra de opera-
dores. Em particular, é de me interesse entender a relacao entre C*-algebras e Topos. Vide
por exemplo [25]. Tanto C*-dlgebras quanto topos fornecem generalizagoes para espagos
topoldgicos. Se por um lado espagos topoldgicos localmente compactos correspondem
a C*-dlgebras comutativas, por outro lado espacos topoldgicos sdbrios correspondem a
topos de feixes sobre estes espacos. Assim, naturalmente, tanto C*-algebras nao comuta-
tivas, quanto topos gerais, podem ser entendidos como uma extensao da nogao classica de
espaco topoldgico. E natural, portanto, se indagar se essas duas generalizagoes de espacos
topoldgicos estao de alguma forma relacionadas. Uma tal relacao é extremamente in-
teressante para ambas as areas, pois topos estao intimamente relacionados a geometria
gragas a relagao deles com certos grupoides desenvolvida em trabalhos como [26, 27, 28],
enquanto que C*-dlgebras nao comutativas estdo intimamente relacionadas a grupoides
também [14].



Descricao dos Objetivos
Entre os problemas que esse projeto de pesquisa visa contribuir estao:

(1) como a classificacio das dlgebras estd relacionada com a classificacao dos objetos

utilizados para construi-las?

(2) que tipos de informagoes a algebra tras do objeto usado para construi-la e vice-

versa?’
(3) como as diversas construgoes de dlgebra de operadores estao relacionadas entre si?

(4) como se relacionam C*-algebras e topos?

De um modo geral, a pesquisa proposta visa procurar relagoes entre objetos de areas
distintas e interpretar teoremas ja provados de uma érea do ponto de vista da outra area;
generalizar resultados tentando adaptar as técnicas utilizadas para o novo contexto; verifi-
car a necessidade de certas hipdteses em dado resultado; usar exemplos como laboratorios,
isto é, interpretar resultados gerais em exemplos especificos para ter oferecer um melhor
entendimento dos exemplos.

Vale destacar também que pretendo incluir nesse projeto, a um nivel mais elementar
de estudo, um estudante de Graduacao e um estudante de Pés-Graduacao em Matematica

que ja entraram em contato comigo.
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